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Resumen:

En este trabajo se presenta un estudio sobre los problemas descriptivos de fracciones
que estan relacionadas entre si mediante el complemento aditivo. Se trata de problemas
verbales de fracciones que ha transmitido la tradicion escolar cuya estructura es la de
una sucesion de fracciones. Son problemas en el contexto de una historieta o narracién
pseudorealista que no pretenden dar respuesta a ninguna situacion verdaderamente
practica. El analisis racional e histérico epistemoldgico de estos problemas ha permitido
avanzar desde la identificacién de sus distintos tipos, a las peculiaridades de su
estructura, sus lecturas analiticas y métodos de resolucion, hacia las componentes
criticas de estos problemas. Se espera que estas componentes sean una herramienta
util para el analisis cognitivo que dé cuenta del desempefio de los estudiantes.
Finalmente, con la informacién obtenida se tiene la intencidn de hacer una propuesta
de ensefianza de estos problemas descriptivos de fracciones bien fundamentada.
Palabras clave: Didactica de las matematicas; pensamiento numeérico y algebraico;
resolucidn de problemas; problemas descriptivos de fracciones; componentes criticas

Abstract:

In this paper a study about descriptive fraction problems which are related to each other
by the additive complement is presented. These word fractions problems has been
transmitted by the school tradition and their structure is a succession of fractions. They
are problems in the context of a story or narrative pseudorealista not intended to
address any truly practical situation. The rational, epistemological and historical analysis
of these problems has premitted to identify their types, analytical readings, resolution
methods and critical components. It is expected that these components are useful for
cognitive analysis that accounts of student performance tool. Finally, the information
obtained is intended to make a proposal for teaching these descriptive problems
fractions.

Keywords: Mathematics education; Numerical and algebraic thinking; problem solving;
descriptive fractions problems; critical components.
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Introduccion

A partir de una seleccién de libros de texto de autores de diferentes etapas
histéricas, se han estudiado los problemas de fracciones, con el propésito de transmitir
conocimiento, asi como prestar atencion a aquellos aspectos de la resolucién de
problemas que tienen que ver con la produccion de conocimientos significativos para el
que aprende (Puig y Cerdan, 1988).

Para este analisis se ha hecho uso de las metodologias del andlisis histérico y
epistemoldgico (Gémez, 2003), y del andlisis didactico (Rico, Lupiafiez y Molina, 2013)
propias de la Didactica de las Matematicas.

En los textos aparecen desperdigados, desligados, a menudo en el capitulo dedicado
a las fracciones, otras veces en la introduccién al dlgebra y antiguamente en un capitulo
final de la aritmética, en un bloque de métodos particulares, donde se incluia, por
ejemplo, la falsa posicion. Algunos de los epigrafes bajo los que han sido encontrados
son: Problemas de viajeros y también similares (Fibonacci, 1202), Problemas de Reglas
Extraordinarias, (Ventallol, 1621), Problemas de ganancias y pérdidas (Peacock, 1845)
Problemas de Fracciones de Fracciones (Brufio, 1961), Problemas de Falsa posicion
(Vallejo, 1841), Problemas descriptivos (Swetz, 2013), etc.

Es por ello el propésito de la parte inicial de este trabajo, el encontrar una
clasificacion que permita organizarlos e identificarlos. En el esquema que se muestra en
la Figura 1 se propone una tentativa de clasificacion atendiendo a cual es el tipo de
relacidn entre las fracciones.

En lineas generales se han podido encontrar dos tipos principales de problemas
descriptivos de fracciones que denominamos problemas de fracciones no relacionadas
entre si y relacionadas entre si. En los del primer tipo hay una secuencia de fracciones
sin ligazén entre ellas y en los del segundo tipo la secuencia de fracciones se yuxtaponen
con alguna relacién o se enlazan de modo que una se aplica al resultado de otra fraccién
que le antecede.

f. no relacionadas entre si
(1) r. aditiva (2)

p. de fracciones.

Todo descompuesto partes
|

f. relacionadas entre si | r. multiplicativa (3)

| Todas encadenadas

| r. composicién con el
complemento aditivo (4).

Figura 1. Clasificacion de los problemas descriptivos de fracciones
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(1) Aqui hay una lanza, que la % esta en el fango y 1/3 estd en el agua y fuera del
agua tiene 7 palmos y %. Pide cuanto es de largo la lanza (Santcliment 1482,
p.70, 311-312)

En general son problemas en los que un todo desconocido se descompone en partes
dadas por fracciones y enteros, o fracciones mds enteros, que no guardan ninguna
relacion entre si.

(2) Encontré un gavildan a una bandada de palomas, y las saludé diciendo:
bienvenida sea la bandada de las cien palomas, y una le respondié: aunque no
vamos cien palomas, sin embargo, con estas, otras tantas como estas, la mitad
de estas, la cuarta parte de estas y tu, gavildn componemos ciento cabal. Se
pregunta cuantas palomas iban? (Vallejo, 1841, p. 283, cuestién 42).

En este tipo son problemas en los que un todo conocido se descompone en partes
iguales o desiguales que vienen dadas por enteros y fracciones de las que se conoce su
relacion mutua aditiva.

(3) Pon por caso, que es una herencia de 70 ducados, y que hay dos herederos, y el
uno ha de llevar tantos ducados mas, cuanto fuere el tercio de los ducados que
llevara el otro. (Pérez de Moya 1798, p.168-169).

En este caso es semejante al tipo (2) con diferencia de que la relacion que se conoce
entre las fracciones es multiplicativa.

(4) Me encontré con una piedra pero no la pesé; después de quitarle 1/7 y luego
1/13 [de lo que quedaba], encontré que pesaba 1 manna. {Cual era el peso
original de la piedra? (Katz 2003, 27).

Este es el ultimo problema en el que se centra el trabajo, el estudio detallado de los
problemas de fracciones relacionadas entre si mediante el complemento aditivo.
Ademas de un estudio detallado, se pretende presentar el esquema de resolucidn
algebraica de este tipo de problemas que ayudara en la definicidon de las componentes
criticas de los mismos.

Estos problemas tienen en comun un sintagma: “de lo que queda”, que permite
reconocerlos facilmente. Este sintagma se refiere a la parte complementaria de una
fraccion “del todo” (cantidad total desconocida) sobre la que se aplica una nueva
fraccion, de acuerdo con la secuencia establecida en el enunciado del problema.

Tras la busqueda de este tipo de problemas podriamos decir que podrian emanar de
enunciados como el de “la medicién de piedra”, de origen mesopotdmico,

Me encontré con una piedra pero no la pesé; después de quitarle 1/7 y luego 1/13
[de lo que quedaba], encontré que pesaba 1 manna. ¢ Cudl era el peso original de la
piedra? (Katz 2003, 27).

el de los tres peajes de la matematica tradicional china,

Es una persona que acarrea cereal y tiene que pasar por tres peajes. En el paso
exterior, le quitan una tercera parte como impuesto. En el paso intermedio, le quitan
una quinta parte. En el paso interior le quitan una séptima parte. Supon que el cereal
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que le queda son 5 dou. Diga: ¢ Cudnto cereal llevaba originalmente? (Nine chapter,
en Kangshen et al. 1999, p. 345).

o el de llenar y vaciar, también de la matematica tradicional china,

Cuando durante la primavera fui de excursion me llevé una botella de vino. Al
llegar a una taberna dupliqué el contenido de la botella y me bebi 1 9710 dou en la
taberna. Tras visitar cuatro tabernas mi botella quedd vacia. Permiteme que te
pregunte: écudnto vino tenia al principio de la excursion? (Nine chapter, en Kangshen
etal. 1999, c. 100a. C.)

Clasificacién de los problemas

Tal como se ha dicho anteriormente en este articulo Unicamente se aborda el estudio
de los problemas de fracciones encadenadas.

En primer lugar presentamos los cuatro subtipos, su enunciado genérico y su
estructura. Esta clasificacién ha sido posible gracias a los métodos de resolucién
utilizados por autores de diferentes épocas.

1. Problemas de quitar fracciones “de lo que queda” del todo desconocido.

Son problemas en los que a partir de un todo desconocido se quitan fracciones,
iguales o desiguales, sucesivamente, pero siempre fracciones de lo que va quedando. Se
conoce el resultado de quitar esas fracciones

Enunciado. Se pierde una parte % de una cantidad T desconocida: después se pierde
1

otra parte Z—z de lo que queda, y queda una cantidad A: ¢ qué cantidad inicial se tenia?
2

Resolucién. Se van a ir quitando partes segun el enunciado, estas partes vendrdn
representadas por fracciones, %, dénde i indica cada sucesiva eliminacion y qg;z0.
i

(1) P1n Hacer una parte del todo
q1
(2) (T _ &T)=T(1 _n Lo que queda al quitar esa
ke 9 parte
Reiteracion
(3) b2 T( - &) Hacer una nueva parte con
q: a1 lo que queda
(4) T (1 _ &) _P2 (1 _ &) Lo que queda al quitar la
a1 q: a1 nueva parte
b1 b2
=T1l-—A-—)
q1 q>
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(5)

P1 P2
Tl—-——)(1—-——")=A
q1 q2

Igualando las dos maneras
de expresar lo que queda
(se plantea la ecuacion)

(6)

A
T =

De (5) se obtiene la

férmula

_DP1yq _P2
Q-0

Tabla 1. Problemas de quitar fracciones “de lo que queda” del todo desconocido. Se conoce la cantidad

final que resulta de ese proceso.

2. Problemas de quitar un numero y una fraccion a un todo desconocido.

Estos problemas son una variante de los anteriores. Aqui las partes en vez de venir
dadas por una fraccién vienen dadas por una combinacién de un nimero fijo y una

fraccion.

. . . . ., a
Enunciado. Se pierde una parte % de una cantidad T desconocida y una fraccién b—1 :
1

1

después se pierde otra parte Z—z de lo que queda y una fraccién %, y queda una cantidad
2 2

A: éiqué cantidad inicial se tenia?

Resolucién. Se van a ir quitando partes segun el enunciado, estas partes vendran
representadas por una parte fraccionaria, p—f, donde jindica cada sucesiva eliminaciony

qi

gi#0, y ademas una fraccidon que no estd relacionada con las partes sucesivas.

(1)

P1 a,
HArye
q1 b,

Hacer una parte
del todo

(2)

(r-

Gred)r(-2)-3

Lo que queda al
quitar esa parte

Reiteracion

(3)

Hacer una nueva
parte con lo que
gueda

(4)

(=05 -G (r(=0)-5)+5)

r(1-2)(s-2) -5 o-2) -5
q1 qz b, q2 b,

Lo que queda al
quitar la nueva
parte

(5)

7

) (1) DB R,
qi q2 b, qz b,

lgualando las dos

maneras de
expresar lo que
queda (plateo de
la ecuacién)
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(6) A De (5) se obtiene la

O L A O T

Tabla 2. Problemas de quitar nimeros mixtos a un todo desconocido. Se conoce la cantidad final que
resulta de ese proceso.

3. Problemas de quitar y reponer a un todo desconocido.

Son problemas en los que a partir de un todo desconocido se quitan partes, iguales
o desiguales, sucesivamente, pero siempre se repone una parte, igual o diferente, de lo
gue se ha quitado, y no siempre de la misma naturaleza.

Enunciado. Se pierde una parte p L de una cantidad T desconocida, y luego se repone

una cantidad t—.: después se pierde otra parte qz de lo que le queda, y luego se repone
1 2

una cantidad :—2.; y queda una cantidad A: ¢qué cantidad inicial se tenia?
2

Resolucién. Notar que las partes se denominan por , dénde i indica cada sucesiva

‘h

eliminaciény q; # 0. En el caso de la reposicion, ;, donde i indica cada afadido y t; #
l

0. Notar que estas partes pueden ser enteras o no serlo y ademds pueden ser de la
misma magnitud del elemento que se va eliminando, pero puede no serlo.

(1) P1r Hacer una parte
q1
(2) (T _ &T> Lo que queda
q1
(3) (T - &T) n n Reponer
1 b
Reiteracion
(4) P2 Py Hacer una segunda
(T - _T) T parte
q2 a1 ty
(5) Lo que queda
T-Bry+2 P2, <T—&T) a
q1 1 Q2 q1 iy
(6) [T . (1 _ _) ] [1 _P2 + 2 Reponer
(7) [T (1 __) ] [1 _P_z _|__ — A Igua!ando 6) a la
t1 q,1  t; cantidad que queda A,
se obtiene la ecuacién
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(8) AT De (7) se obtiene la
L Fh formula
1-22"t
_ qz
T=—"5
q1

Tabla 3. Problemas de quitar y reponer a un todo desconocido. Se conoce la cantidad final que resulta
de ese proceso.

4. Problemas de quita fracciones mds enteros a un todo desconocido. Se sabe que el
reparto es equitativo.

Se trata de una variante de los anteriores, pero al ser el reparto equitativo no es
necesario conocer la cantidad que queda tras todo el reparto. El proceso de resolucién
es muy diferente.

Enunciado. Una cantidad T desconocida se debe repartir entre un nimero de

personas n. Cada persona recibe: a1 unidad mas % de las restantes, la 22 a; unidades
1

mas % de las restantes, la 32 a3 unidades mas % de las restantes, y asi sucesivamente
2 3

todas las demas personas. El reparto es equitativo. ¢ Cudntas personas y qué cantidad
hay?

Resolucion. Se eliminan partes enteras de la misma naturaleza/magnitud que el todo
T, a estas partes se les denomina g;, siendo i cada una de los eliminaciones.

(1) T—a; Se quita una cantidad

p
(2) Pror_a) Se hace una parte de lo

q1 gue queda
(3) a, + P1 T —ay) Lo que se le entrega al

q1 primero
(4) P4 Lo que queda
T—|a,+— (T—-ay)
q1
Reiteracion

(5) p Se quita una cantidad

T — (a1+q—1 (T—al))—a2

1

(6) D, D1 Se hace una segunda parte
P T—\a +a (T—-a) |—a de lo que queda
(7) D, D1 Lo que se le entrega al
az + q_ . T - a1 + q_ (T - al) - a2 Segundo
2 1
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(8)

a1+&(T_a1)=

La condicidn del problema

q1 nos lleva a la ecuacion,
4)=(7).
b2 b1 (4)=(7)
a2+_' T_ 1+_(T_a1) _az
a: a1
(9) al(—l +&—&+&-&)+a2( _&) De (8) se obtiene la
T = 91 92 42 41 q> f6rmula
Pi_P2 P2 P1
41 42 492 1
Tabla 4. Problemas de quitar nimeros mixtos a un todo desconocido. Se sabe que el reparto es
equitativo.

Componentes Criticas de los Problemas de fracciones encadenadas

Tal como se ha dicho al inicio, el objeto de estudio de este trabajo es presentar las
componentes criticas de estos problemas con el fin de analizar y evaluar el desempefio
de los estudiantes en este tipo de tareas.

Llamamos componentes criticas a los elementos o informacién del enunciado cuya
identificacion hacen posible la resolucidn del problema. Diferenciamos entre genéricas
y especificas.

Las componentes criticas genéricas son aquellas que son comunes al conjunto de
problemas que se estudian. Son las siguientes:

1-. El significado de los términos, palabras, expresiones, del enunciado del problema
y sus relaciones. En este caso, sintagma “de lo que queda”.

2-. Demanda de la tarea, es decir, saber identificar qué pide el enunciado.
3-. Traduccidn algebraica: plantear la ecuacién.

En cuanto a las componentes criticas especificas son aquellas que son caracteristicas
de un tipo particular de problemas. Para describirlas nos apoyamos en los enunciados
de los problemas y en sus métodos de resolucién, de acuerdo con las estructuras del
apartado anterior.

a) Problemas de quitar fracciones “de lo que queda” del todo desconocido.

Un viajero de peregrinaciéon da 1/2 de su dinero en Allahabad, 2/9 del resto en
Benarés, 174 de lo que resta en peajes y 6710 de lo que le queda en Patna. Después de
hacerlo, le quedan 63 monedas de oro y regresa a casa. Dime la cantidad inicial de
dinero. (Lilavati, 1150, p. 59)

La estructura genérica de resolucién de estos problemas se muestra en la Tabla 1.
Este es, de entre los cuatro tipos, segln su estructura, el problema mas sencillo, es por
ello que la unica dificultad que podemos encontrar es en el paso (3), cuando se reitere
el proceso. El lector debe ser capaz de comprender que la fraccion se debe realizar
respecto a lo que queda tras realizar el primer reparto. Esta componente esta
relacionada con lo nombrado en las componentes generales, Sintagma “de lo que
queda”, y que va a estar presente en el resto de problemas, en el paso (4) en la Tabla 2
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y en el paso (2) en la Tabla 3. También el uUltimo paso (5), ser capaz de plantear la
igualdad entre dos expresiones, el dato que te proporciona el problema y la cadena de
fracciones que se ha ejecutado, esto estd relacionado con la componente critica general,
Traduccion Algebraica, que se repetird a lo largo de cada uno de los tipos de problemas.

b) Problemas de quitar y reponer a un todo desconocido.

Un jugador pierde la mitad de su dinero, y luego gana 6s.: después pierde un tercio
de lo que le queda, y luego gana 12s.; finalmente pierde un cuarto de lo que le queda, y
halla que le quedan dos guineas: ¢qué suma tenia al principio? (Peacock, 1845, p. 252).

Es en la Tabla 2 donde esta el esquema de resolucién de estos problemas. En este
caso la dificultad estad presente nuevamente en el paso (2), cuanto se debe obtener lo
gue queda tras la primera parte, pero afladimos dificultad al tener que reponer en el
paso (3), y la dificultad estd en que se debe reponer tras eliminar una primera parte.
Debemos notar que la reiteracion de estos pasos también puede ser una dificultad ya
que el proceso se vuelve a repetir.

¢) Problemas de quitar un numero y una fraccion a un todo desconocido.

Un hombre ha entrado en un huerto a coger rosas, y a la entrada hay tres puertas, y
él ha de dar al que guarda la primera puerta la % de todas las rosas que habia cogido y
media mas sin romper ninguna; a la segunda puerta ha de dar los 2/3 de las rosas que
le habian quedado y 2/3 mas sin romper ninguna, y a la tercera puerta ha de dar los %
de las rosas que le habian quedado y 3/4 de rosa mas sin quebrar ninguna; y quiere, que
le sobren 2 rosas. Pregunto, cuantas rosas ha de coger? (Problemas de Reglas
Extraordinarias, Regla décima, Ventallol, 1621, p. 471)

La Tabla 3 presenta la estructura genérica de resoluciéon de este tipo de
problemas. En este caso la dificultad derivaria en el primer paso, saber manejar los
numeros mixtos, asi como nuevamente en el paso 2 con el sintagma de lo que queda.

d) Problemas de quita fracciones mds enteros a un todo desconocido. Se sabe que
el reparto es equitativo.

Un hombre que acaba de morir parte sus bienes consistentes en una cierta suma de
ecus a sus hijos, de tal manera que ordena que el primero coja 1 ecu y la séptima parte
de lo que queda, después que el segundo coja dos ecus y la séptima parte del resto, eso
hace que el tercero coja 3 ecus y la séptima parte del resto; y asi consecutivamente los
otros. Al hacer la particién de esta manera se encuentra que cada uno de los hijos esta
igualmente proporcionado. Se pide la suma de ecus y el nUumero de nifios (Bachet, 1612,
p. 149).

En este caso en la Tabla 4 se muestra la resolucién. Las dificultades se incrementan,
y se encuentra en el primer reparto (3), que estd en conexién con la Comprension lectora

de las componentes criticas genéricas. La parte de enunciado, a: unidad mds % de las
1

restantes, debe ser traducido con ayuda del paso (1) y (2) y es necesaria una buena
comprensidon para ejecutarlo correctamente. Es también un punto conflictivo del
problema el paso (8), la obtencién de la ecuacion (relacionado con las componentes
genéricas, Traduccion Algebraica y también comprension lectora). Para obtenerla se
necesita un previo conocimiento sobre lo que significa reparto equitativo.
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Conclusion.

En este trabajo se ha presentado la clasificaciéon de los problemas de fracciones
encadenadas. Una clasificacion realizada gracias a las lecturas analiticas encontradas en
los libros de textos de diferentes etapas histéricas.

Ademas se realiza el andlisis racional del mismo que nos permite obtener las
componentes criticas de los problemas estudiados. Las componentes criticas se
resumen en:

* El, sintagma “de lo que queda”, es la caracteristica que permite diferenciar a este
tipo de problemas, y que si no se ejecuta, este tipo de problemas pasan de
problemas de fracciones encadenadas a fracciones concatenadas.

* Reconocer el todo y manejarlo, como la unidad (valor de falsa posicién) lo que
lleva a una lectura aritmética o como “x” lo que lleva a una lectura algebraica.

* La traduccién del enunciado a la hora de plantear el problema aritmético o
algebraico

Las lineas de futuro son, disefiar un cuestionario para realizar asi un estudio cognitivo
y ver las competencias de los estudiantes en este tipo de problemas. Es decir, un andlisis
empirico en el que se intentard averiguar las estrategias y dificultades que tienen los
estudiantes en cada uno de los tipos que hemos determinado. Ademas de plantear a los
educadores cdmo orientar la ensefianza para que los estudiantes sepan efectuar el
analisis de las relaciones entre cantidades que determinan las condiciones de los
enunciados, para elegir cudles de las lecturas analiticas son las mas apropiadas en cada
caso para resolverlos.
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